Métodos Estocdsticos em Economia e Finangas
02/2017 - 01/2018 - 02/2018
(Mestrado e Doutorado)

O curso de métodos estocasticos em economia e financas 1, 2 e 3 é uma sequéncia de trés matérias
consecutivas que abarcam trés dreas da matematica: a Teoria da Medida e Integracdao; a Teoria da
Probabilidade fundada na teoria da medida; o cdlculo estocdstico. Os dois primeiros cursos formam
uma Uunica disciplina dividida em dois semestres. Nelas cobrimos o livro de Patrick Billingsley,
Probability and Measure, em que a Teoria da Medida e a Teoria da Probabilidade sdo apresentadas de
forma entrelacada. Portanto, o aluno que decidir cursar o 12 curso deve ter em mente cursar também o
29, J& o 32 curso pode ser cursado separadamente, desde que o aluno domine teoria da medida e a
teoria da probabilidade axiomatica a la Kolmogorov. Caso ndo domine, recomenda-se cursar os dois
primeiros. O livro adotado é o de Michael Steele, Stochastic Calculus and Financial Applications.

As trés disciplinas da sequéncia sdo de 4 créditos (60 horas) cada. Entretanto, o aluno devera
matricular-se também numa disciplina optativa de 2 créditos na area quantitativa. Cada curso da
sequéncia correspondera, na pratica, a 6 créditos (90 horas), perfazendo um total de 270 horas-aula.

Existe, entre o final do curso 2 e a primeira metade do curso 3, uma intersec¢do: teoria de martingales e
movimento browniano (BM). Porém, os enfoques sdo distintos. No 29 curso estudaremos martingales
em tempo discreto, ja no 32 passaremos novamente por martingales em tempo discreto, porém com
demonstracdes diferentes em algumas partes, e, além disso, veremos martingales em tempo continuo.
O BM é apresentado no 22 curso com o enfoque de cilindros mensuraveis; no 32 curso apresentamos o
BM sob o enfoque de wavelets, que sdo expansGes em série.

O pré-requisito matematico € um conhecimento mediano de Analise Real e topologia de espagos
métricos. Em sala, o professor apresentara todos os resultados e abrira todas as demonstragées. Essa é
a razao pela qual o estudo do livro do Billingsley requer duas disciplinas de 6 créditos, um total de 180
horas.

Depois dos trés cursos, espera-se que o aluno esteja apto para enveredar pela drea de finangas
matematicas, séries temporais ou outras areas da matematica aplicada.
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O aluno deve matricular-se em:

ECO 304301 Métodos Estocasticos em Economia e Finangas 1 (4 créditos)
ECO 332798 Tdpicos Especiais em Métodos Quantitativos (2 créditos)
Horario: SEG: 10:00-12:00h e TER, QUI: 8:00-10:00h.

1. Teorema dos numeros normais de Borel: expansado diddica, leis forte e fraca dos grandes numeros.

2. Medidas de probabilidade: classes de subconjuntos, medidas de probabilidade, medida de Lebesgue,
existéncia e extensdo de medidas, teorema m-A de Dynkin, teorema da classe monétona de Halmos.

3. Probabilidades denumeraveis: limites superior e inferior de sequéncia de eventos, eventos
independentes, sub-c-algebras, lemas de Borel-Cantelli, lei 0-1 de Kolmogorov.

4. Variaveis aleatédrias simples: definicdo, independéncia, existéncia de sequéncias independentes para
sequéncias de medidas, valor esperado, desigualdades de Markov, Tchebyshev, Holder e Liapunov, leis
forte e fraca dos grandes numeros.

5. Medida: medidas gerais, medida externa, extensdao de medidas, medida de Lebesgue em espagos
euclidianos, fungées mensurdveis, transformacdo de medidas, fungdes de distribuicdo, convergéncia
fraca.
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6. Integracdo: definicdao, desigualdades, densidades, mudanca de varidveis, integrabilidade uniforme,
integral de Lebesgue, integral de Riemann, teorema fundamental do Calculo, medida-produto, teorema
de Fubini, espacos .2

Bibliografia

Billingsley, Patrick (1986): Probability and Measure, 32 edicdo, capitulos 1, 2 e 3. Mais precisamente,
se¢des 1 a 19, menos as se¢des 7,8 e 9.

Métodos Estocdsticos em Economia e Finangas, 2 (12 semestre de 2018)

1. Variaveis aleatdrias e esperanca matematica: varidveis aleatdrias e distribuicdes, momentos de uma
varidvel aleatdria, soma de varidveis aleatdrias independentes, leis forte e fraca dos grandes nimeros.
2. Convergéncia de distribuicdes: convergéncia fraca, funcdes caracteristicas, teorema da continuidade,
teorema central do limite, condigdes de Lindeberg e Liapunov.

3. Probabilidade condicional: decomposicao de Hahn, continuidade absoluta, teorema de Radon-
Nikodym, probabilidade condicional, esperanca condicional.

4. Processos estocdsticos: martingales em tempo discreto, submartingales, tempos de parada,
desigualdades maximais de Doob, teorema do upcrossing, teoremas de convergéncia, distribuicbes de
dimensao finita, cilindros mensuraveis, teorema de existéncia de Kolmogorov, movimento browniano
(BM), continuidade dos caminhos amostrais do BM, ndo-diferenciabilidade dos caminhos amostrais do
BM, propriedade forte de Markov.

Bibliografia

Billingsley, Patrick (1986): Probability and Measure, 32 edicdo, capitulos 4, 5, 6 e 7. Mais precisamente,
segOes 20--22, 25--27, 32--37.
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1. Martingales: Tempos de parada, esperanga condicional, martingales, teorema da transformada
martingale, teorema do tempo de parada, submartingales e supermartingales, teorema da
decomposicdo de Doob, desigualdades de Doob, teoremas de convergéncia martingale, desigualdade
do upcrossing, integrabilidade uniforme, martingales em tempo continuo.

2. Movimento browniano e wavelets: definicdio de movimento browniano (BM), caracterizagdo de
processos gaussianos, o espaco de Hilbert [2[0,1], representacdo wavelet do BM, leis de escalagem e
inversdo, continuidade dos caminhos amostrais, ndo-diferenciabilidade dos caminhos amostrais, BM
como um martingale.

3. Integracdo de Itd: aproximacdo em H?, isometria de It6, definicdo de integral de Itd, propriedade
martingale da integral de 1t6, exemplos, teorema da persisténcia da identidade, localizagao por tempos
de parada, a integral de It6 em .%E%martingales locais, teorema da representa¢do riemanniana, a
féormula de It6, processos de covariagdo quadratica.

4. Equacdes diferenciais estocdsticas: método do matching de coeficientes, processos de Ornstein-
Uhlenbeck, teoremas de existéncia e unicidade de solucGes fortes, processos de difusdo, a equacdo de
difusdo e métodos de solucgdo, principio do maximo parabdlico, modelo de Black-Scholes.

5. Teoremas de representacdo: teorema de representacdo da integral estocdstica, teorema da
representacao martingale, representacdo via mudanca de tempo, caracterizacdo de Lévy de um BM.

6. Teoria de Girsanov: BM com drift, teorema de Girsanov, variacdo quadratica, exponenciais
martingales e condicdo de Novikov.

7. Formulas de Feynman-Kac: teorema de Feyman-Kac, formula de Feynman-Kac e BM's, lei do arco-
seno de Lévy, aplicagdo do método de Feynman-Kac a EDP de Black-Scholes.

Bibliografia

Steele, J. Michael (2001): Stochastic Calculus and Financial Applications. Springer-Verlag, New York, 22
edicdo.




